
Institut for Nationaløkonomi
            Handelshøjskolen i København

Working paper 6-98

DYNAMIC OPTIMIZATION IN DISCRETE TIME: 
             LAGRANGE VERSUS THE HAMILTONIAN

                                             Niels Kleis Frederiksen

Department of Economics  - Copenhagen Business School
Nansensgade 19, 5.  DK - 1366 København K.



������� �	
�����
��� �� ��
���
� �����

�������� ���
�
 
�� �����
�����

����� ����� ���	���
����

�
�����
 ����
� ������
� ����
���������� �������� �
����

�
����� � ! "##$

��������

���� ���� ���	��
���� ��� ���������� 
������ ��� ����
������ �	������� �������

�� � ������
� ������� ������������ �
�
���� ��� ��� ������������ � ���� ��
��� ���

�
�� �
��
 ���������� 	���
 ��� ����
��� ���������� �� ��� ����������� �	�������

� ��� ����	�


�����	�� ��� %����&��� ����	��	 	�����
 ������'����� �������( )�� ���������� �% �

�������� ���������� ���� ��� �� ��*���'�! �� 
������� ��+������� ��	 ������� ��� ���



�% 
������! ��� ���
�� +���� �% ��� ,��-� �.����! ����( )��� ��!

��*
��������

���� /
��

���

���������� 0"1

���2�
� ��

�� / �� 3 0"� �1���� 0�1

4

��	�����! ��� ������� ����
�� � ���� ���� �% ��+�������! ����
�
���! �� �� �� ��*���'�

����( 5��
�� +����! �� ����! �� ��+�� �� �.������ 0"1 ��	 �.���� ��� ������� +���� �%

�������� �� ��	
��� �
�����
 ����
� ������

 ���	� �����	���	 �� �
�����
�� �����
���� ��������
�

���� ����������� ���  	
! "���� �#$�%&& �����
���� #� �������� ������� ����	
���
��	
��
 ���
���������	 �� ���� ��� ������� �� � ����� ���� ��� ����	� �������� ��	�����  �!�������


"



%����� 	�+�	��	�! ����! 	��
�����	 ��

 �� ���� 	�" ����� ��� 
������	 �������� %�
���!

������( �.������ 0�1 ���&� ��& ��� 
������ ���

 �% ��� ,�� �+��+�� �+�� ����! ��� ����

�% �����
�� 	����
������ ����� �(

6� ��� ��*� ��
���� 6 ��� �� ��� 7��������� %�� ���� ��,���� ����'�� �������( 6 ����

���& ��& ���� %��
���� ������� �� ��� 8���������� %������� %��� 
��������� ���� �������


������ ������ ��	 	���+� ��� ���������� 
��	������( 6� ��
����  6 	���+� ��� ��
������


��	������ �� ��� 
��� &���� ��� 8���������� �� 	�,��	 �� � �������� 	�9����� &��(

� ��� �
��
���
� 
�� ��� �����

�	����
�

)�� 7��������� %�� ��� ������� 0"1:0�1 ���	�

���� /
��

���

�
���������� �������
�

�
�� � �� � 0"� �1����

��
0 1

&��
� 6 ����+� �� �� 
�������� 0"1 &��� ��� ��	� 
��������� 0�1 %�� ��
� �����	 � � 	(

8��
�! ����� �� �� ��,���� �% ��	� 
���������� �� ��
� ���� �

����! ������ ��� ������������

��� �+������� �% ��� ���

 �% 
������ �� ��
� �����	( )��� �� ���	����� �� ���:
�����
��

��+������� ������! 6 ��� 
� 	����� ��� �����	 � ���	�& ���
� �% 
������( ��&! �����������

��� ����� ����	� ��� �.���� ���

�� ����	�

���� /
��
���

�
���������� �������
�

�
0�� �����1� 0�� � �����1

��
0;1

��	 %������

���� /
��
���

�
���������� 3������
� 0�� � �����1�������
� 0�� �����1

�
0<1

�����	�� ��� ,��� �&� ����� ����	� ��� 
���� ���

��� �� 0<1( )�� ,��� ��� �� �����	 �

	�+�	��	�! 	��
�����	 ��

 �� ���� 	� "( )�� ��
��	 ���� �� ��� ��
����� �� ��� ���

 �%

���	�
��+� 
������ ����� ��� ���	�& ���
� �% 
������ 
�! ���� 	��
�����	 ��

 �� ���� 	�"(

8��
�! ����� �&� ����� ��	�
��� ��� 
����������� �� ��� +���� �% ��� ,�� 	���+��� %��� ���

�����	 � �
��+�����( ��+������! ����� �
��+����� 
�������! �� ��� ��� ���	! ���	�
���� ��	

��+������� &��
�! ������� ����������� �����	��� ,���
��� ����
���� ��	 	�+�	��	 ����
�!

����	� ��� =�& �% 	�+�	��	�! ����! ��	! �� ��� ����� ���	! ��� 
����� �� ��� 
������ ���

(

�



6� � &�� ������� �� ��� 
��������� ���� 
���! 6 ��& 	�,�� ��� 8���������� �� ���
�����

��� ��� �% ����� �&� 
������������( )��� ��!

�� � ���������� 3������
� 0�� � �����1 0>1

��� ����� ��%����
�! 6 &��� 	����� �� ��� ?=�&:8����������?( 6�������� ���� �� 0<1 ����&�

�� �� ������%� �� ������

���� /
��

���

�
�� �������
� 0�� �����1

�
0@1

��*�! 6 &���� ��� ��� ,��� ����� ����� ��	�� ��� ��������� ����! �(�( ��� ����� ��������

�� �����	� 	! 	3 " ��	 	3 �( )��� ��+��

���� / �� �������
� 0�� �����1

3���� ���������
��� 0���� ���1 0$1

3���� ���������
��� 0���� �����1

3 ���

����
� ��&! ���� ��� 
������ ���

 �� �����	� 	!	 3 "!	 3 �!((( ������� ����� �� ��� 7�:

��������( ��������� ����� �����! ��	 
����
���� ��� 8����������� ��	�� ��� ���������

����! ���� ����	�

���� / ������
����� 3
��
���

�� 0#1

3 0��������
��� �������
�1�� 0"A1

3 0��������
��� ���������
���1����

3 ���

�����	�� ��� ����� ����	� ��%� ���

���( ��� ���� ��+�� ��! � � 	 ���� ��

B 0��������
���1 � ��������
��� �������
�

)�� �
�����
 �������������� �% ���� ���� �� ���� �% � 
������ ����C �� �*������� ��� 
�����

�� ��� ���	�& +���� �% 
������ ���	 ������� �����	 �3"( 5���������� ���� �� ��� ������

�% 
������ �+������� �� ��� ��	 �% �����	 � ����	� ��� ����� 
������ ���� �� ��� ���

 �%

 



���	�
��+� ������ ���	 �� ��� ,�� 	����� �����	 � 3 "( �����
���� ����� 
������ �����

����� ��	�� � �������� ��������� ���� ����	� ��� ������,�	 7���������

���� / ������
����� 3
��

���

�� 3
��

���

�
B0��������
���1��

�
0""1

��&! ��� ,��-� ���������� &��� ���
 �� 
����� ��+������� ��������� %��� �����	 	

��&��	�( )����%��� ��� ,��� ���� �� ��� ����� ���	 ��	� �� 0""1 	��� ��� �9�
� �������

����+���! ���
� �� 	����	� ������ ���� ��� ���

 �% 
������ ��������	 %��� ��� ����! ����(

6 ���� 	��� �� %��� ��� 7��������� ��	 	�,��

����� �
��
���

�� 3
��
���

�
B0��������
���1��

�
0"�1

��%��� 	���+��� ��� ,��� ��	�� 
��	������ 
����
����'��� ������� ��+������� ����+���!

�� ��� �� &����&���� �� 
����	�� ��� �������+� 
������ �% �.������ 0"�1( 4

��	��� ��

����� ���+�! &� ��� ����
 �% ��� ,�� �� ��*���'��� ��� ��� �% �&� 
���������( )��

,��� ���! ��� ��� �% ��� =�&:8�����������! ��+�� 0��� ������� +���� �%1 ��� ������ ��

��
� �����	 ���� ������� %��� 	�
������ ������ ����� �����	�( 4� �����	� �*������	! ����


�������� 	�+�	��	�! �� ���� ��=�
���� ���	�
��+� �
��+��� ��	 ��+������� �*���	������!

��	 �		������ �� ��� 
������ ���

! �(�( ��� ��+�������( )�� ��
��	 
�������� �� ���

������� +���� �% ��� 
������ ����� �� ��� ���	���
 
������ ���

 �� ��
� �����	(

6� �� ��& ��������%��&��	 �� 	���+� ��� ,��� ��	�� 
��	������ 
����
����'��� ��� �������


���
� �% ��+������� ��	 
������( )���� ��� �������	 �� ������� �� '��� ��� ,��� 	���+���+��

�% �����( )���


�����

��

/ A �

��


��
/ A 0" 1

��	


�����

��

/ A �

����


��

/ �B0��������
���1 0";1

�.������ 0" 1 ��� �� ���	 �� 	���+� ��� %������� )����-� 
 ��+������� 	����	 ��������!

&���� �������	 %��&��	 ������������ �% 0";1 ����	� ��� ���	�& ���
� 
 �� ��� ������� +����

�% ��� �������� ���	�
� �% 
������( �.������� 0" 1:0";1 ���+�	� ��� 	��
���� ���� ������

;



�% ��� ��
������ 
��	������ &���:
��&� %���! �(�(! D��%��� 0"#>#1( )��� ���� ���& ��&

����� 
��	������ ��� �� 
��+�������� �*������	 �� ����� �% ��� =�&:8����������! �(

)��� ��! �� �� ��� ��
������ �� ��� �� ��� 
�����
���	 7��������� �� �.������ 0 1! ���

��� �
�����'� �� ������� ��	 
����
����'� ������� ��+������� ����
� ����� ��� =�&:

8���������� 	�,��	 �� 0>1 ��	 ��� ,��� ��	�� 
��	������ �� 0" 1:0";1( 6� � 
������ �����

�� �� .���� �������+� &�� ����� ��� 8���������� ������
� %�
�������� 
������������ ����(

4� ������	 ��� ���+�! ���� ������
� ������� ���� ��� %�
���� 	���
��� �� ��� �
�����

���� ��� ,�� �� %�
� ��	����
�� �� ��
� �����	( )��� ��! ���	�
���� ��	 ��+�������( �%


�����! ��� 
����� �� ��� ���	�& +���� �% ��� �*������ ���

 �% 
������ �� ���� ���� �% ���

������ �� ��� ,��-� �.���� ���	���! ��� ���� �� 
��+�������� ��
�� ���� �

���� ������� ���


������ ����� ���� �� ��� ��%� ���	 ��	� �% �.������ 0";1( 8��
�! &���� 
������� ��� ���

���� ������'�����! ��� �+��	� ���������� 
������ �� ����� ��� 8����������( �.�������

0" 1:0";1 ��� ������� �� ��� ,��� ��	�� 
��	������ 	���+�	 �� D�*�� 0"##A1(� 6� ��� ��*�

��
���� 6 	���+� ��
������ ,��� ��	�� 
��	������ ����� � �������� 	�9����� 	�,������ �% ���

8���������� %��
����(

� ��� �
��
���
� 
�� ��� �������

�	����
�

6� ��� ���+���� ��
����! 6 	���+�	 ��� ,��� ��	�� ���������� 
��	������! ��	 �*������	

����� �� ����� �% ��� ,��� 	���+���+�� �% ��� 8����������( )��� &�� �

��������	 �������

������������ ��� 7���������( 6� ���� ��
����! 6 ��
� � �������� 	�9����� ����� &��
� ���	�

��������� �� 	�,���� &��� 6 &��� 
��� ��� ?���

:8����������?( 4����! ��� �������� �����

�� �.������ 0 1( )�� �.���� ���

�� ���� ��� ��& �� ���������	 �� ��+�

���� /
��

���

�
���������� �������
�

�
�� � 0�� 3 0"� �1����1

��
0"<1

%��� &��
� 6 ������

���� /
��
���

�
���������� 3������
�

�
�� 3 0"� �1����

�
�������
���

�
0">1

��*�! 6 	�,�� ��� ���

:8����������

E�� � ���������� 3������
�
�
�� 3 0"� �1����

�
0"@1

���� ����� ����	
� ��
������ �	�� ��� �	����

<



����
� ��& E� 	�9��� %��� ��� =�& +������ 	�,��	 �� �.������ 0>1( )�� ���

:8����������


�������� 	�+�	��	� �� �����	 �! 2��� ��
� � 	���( 8�&�+��! ��� ��
��	 ���� �� ��& ���


������ ���

 �� ��� ��	 �% ��� �����	 ���������	 �� ��� ���	�& ���
�( )��� ��! �� 	�,������!

�.��� �� ��� +���� �% ��� ������ ���

 �% ���	�
��+� 
������ ��������	 �� ��� ,�� �� ���

��	 �% �����	 �( 6� 
�������! ��� =�& +������ ��
��	�� ���� ������
��� 
������ �

�������	

	����� �����	 �( )����%���! �� �� ������� �� ��%�� �� �� �� ��� =�&:8����������! ��
����

�� �*������� ��� 
����������� �� ��� +���� �% ��� ,�� ���� 	���+�� %��� ��� �����	 �

����������( 6� 
�������! ��� ���

 +������ �% ��� 8����������! E��! ��
��	�� ��� 	�+�	��	

������ �� �����	 � ���� ��� +���� �% ��� ������ 
������ ���

 �� ��� ��	 �% ��� �����	(

8��
�! E�� 
������� ��� 
����������� �� ���
�� +���� ������� %��� �
��+����� ��������� ��

�����	 � ��	 �*���	��� ���� ��� 0��	�,����1 %�����( 6�������� ��� 	�,������ �% E�� ����

0">1 ����	�

���� /
��

���

�
E�� �������
���

�
0"$1

4� ������	 �� 0"�1! ���� �.������ ��� �� ���	��� �+������� ��������������( D�9�����������

&��� �����
� �� �� ��	 �� ����	� ��� ��
������ ,��� ��	�� 
��	������


����


��
/ A �


 E��


��
/ A 0"#1

��	


����


��

/ A �

 E����


��

/ ������
� 0�A1

���� ��& ��� ���������� 
��	����� &��� �����
� �� �� ��� 
�����	( �.������ 0�A1 ������

���� ��� ,��� 	���+���+� �% ��� ���

:8���������� ���� �.��� ��� ���	�& ���
� �% 
������

�� ��� ���+���� �����	( )��� �� .���� �������+�! ���
� 	�9����������� E� &��� �����
� �� �

����	� ��� 
����������� �� 
������ 	�+�	��	� ���	 ��� +���� �% ��� 
������ ���

 �� ��� ��	

�% ��� �����	( )��� ��! ��� �������� �9�
� �% �		������� 
������ �� ��� +���� �% ��� ,��-�

�
��+����� �� �����	� �! � 3 "! � 3 �! ((( 6� �������! ��+������! ���� 
����������� ����

�� �.��� �� ��� ���	�& ���
� �% 
������ �� ��� ��	 �% ��� ���+���� �����	( )��� &�� �%

&������ ��� ,��� ��	�� 
��	������ ��� ���� �� %���	 �� ���

 ��	 ��	�F��� 0"## 1(�

����� �������	

�� �
�	���� ����� �� �	�� ���

>



����������

D�*��! 4+����� �(!����������
� �� ��
�
��� ���
��! �*%��	G �*%��	 ���+������ �����!
"##A(

D��%���! ������! ?4� �
�����
 6������������� �% ������� ������� )�����?! ��������
��
�
��� ������! +��( <#! ��( �! "#>#(

���

! ����� ��	 ���� ��	�F���!��
�
��	�	� ������������ ������! 8��	������G ��������
H�����! "## (

@


